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2.7 Modelo M/M/1/K/K: poblacion finita

Ahora consideraremos una poblacion finita de tamafo K clientes. Cada uno
de ellos estara en el sistema (encolado o sirviéndose), o estara en la pobla-
cidon hasta que precise acudir al sistema.

Este modelo es uno de los mas utiles de la Teoria de Colas y se conoce tam-
bién como modelo de reparacion de maquinas o modelo de interferencia de
maquinas.

Noétese que este modelo es también un M/M/1//K, pues recordemos que dejar
en blanco el simbolo de la capacidad del sistema significa que ésta es infinita
y en el caso que nos ocupa es obvio que nunca habra mas de K clientes en
el sistema.

Supondremos que los K clientes son idénticos e independientes. Tenemos
una nueva v.a. O= "tiempo desde que el cliente sale del servicio para regre-
sar a la poblacion, hasta que precisa de un nuevo servicio", que supondre-
mos exponencial de media 1/A unidades de tiempo.
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O suele denominarse tiempo de operacion o tiempo entre roturas, ya que es
el tiempo en que el cliente, piénsese por ejemplo en maquinas, permanece
operativo entre roturas consecutivas. Visto de otra forma, es el tiempo que un
cliente pasa fuera del sistema.

Por otra parte, el comportamiento del servidor es el usual, con duracion del
servicio o reparacion dada por s ~ Exp(M).

Asi, cuando K maquinas comparten un servicio de reparacion, A es la tasa
media de fallos de cada maquina y u es la tasa media de reparacion. La si-
guiente figura muestra esta situacion:

Miquina 1

- . Servidor

1

Miquina X
A
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Solucién de equilibrio

El numero de clientes en el sistema va a afectar a la tasa de llegadas.

Si hay n clientes en el sistema (maquinas no funcionando), hay K- nen la
poblacién (funcionando), y el tiempo hasta que el proximo cliente llegue al
sistema (vuelva a necesitar una reparacion) es el minimo de K - n v.a.i.i.d.
segun Exp(A), es decir, es una Exp(A(K - n)).

Por tanto, el sistema es autorregulador, pues segun crece el numero de clien-
tes en el sistema se reduce la tasa de llegadas.

En resumen, las tasas son

\ (X —n)A, sin=01.. K -1
"0, stn > i

Lt sin=12 ... K
b, = . ) -
Hn 0, sin > R
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El diagrama de transicion es

Kh (K-DL (K2 2 A
P :
TR u I

De ahi, las ecuaciones de equilibrio son

Estado Tasa entrada — Tasa salida

0 umy = KAmg
l<n<K-1 (K-n+DMm,_1+pur,1 = [(K —n)\+pulr,
K )\}'TI\’_ 1 - UTE

El sistema es ergddico, es decir, siempre alcanza el estado de equilibrio,
pues no puede haber mas de K clientes en él. La solucion es

K! AN\ o i
T = m (;) g, n =012 .. K
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e - n
Kl A\
= [Z (K —n) (I) ]

n=>0

Sea z = p/\. Si multiplicamos y dividimos por zX/K! en la expresion de 1,

KK KK )
?TO: I— ! - — I—- :B(I&\:)
b I —n Looon

(A —n)! Z_E} nl

siendo B(-, ) la formula B de Erlang.
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Medidas de rendimiento

A partir de 1, la utilizacion real del servidor resulta o =1 -1,=1- B(K,z).

La tasa media efectiva de llegadas al sistemaA,es A, =A=p/E(s) = pp.

Otra forma de calcularlo es:

K e

N
A= SUE -nim, =S Kam, -3 nam, =
n=0

n=0

v N
= K\ m—AY nm = KA-AL=\K -1L),
n=>0 n=

que es un resultado esperado, pues hay K - L clientes en media en la pobla-
cion.

. : s - Ae
Lo interesante es que deducimos de ahi la férmula paraL: L =K — 3
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Aplicando las férmulas de Little obtenemos:

oL 4L
Ae Ae A
K 1 1
Ww =" -, =— — = — —
4 . VD N
L, = AT,

Al ser tambien W= L/ A =L/ (\NK-L)), se tiene que el cociente del numero
medio de maquinas no funcionando, L, y funcionando, K-L, es WA = W/(1/A),
es decir, el tiempo medio no funcionando dividido por el tiempo medio funcio-

nando. i
" L

/N K -1

El tiempo medio de espera en cola para aquellos clientes que deben esperar:

E 11

e X N n
p 1 - B(K,z)

E(q|g=>0)=
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Pensando en clientes que son maquinas, puede interesar la probabilidad de
que una maquina dada esté estropeada

W

_  n=12 .k
Wt EO) e £

P(méaquina n esté estropeada) =

ya que W es el tiempo medio que una maquina permanece fuera de servicio
y W+E(O) es el que emplea en el ciclo completo "no funcionando-funcionan-
do", que equivalentemente da lugar a L/K.

Con esta idea, tenemos una tercera forma de calcular A, como

W L K I
WiE0O) T K WrEO) W | K .
L ;| C WHE©O) W+ W.+E0)
Ww = —= )\E E—
Ae 1

de donde, despejando W o W, obtendriamos sus férmulas anteriores.




